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Resumen
La importancia de las Gottinger Doppel-
vortrag (1901) se debe a que en ellas se
encuentra el intento de E. Husserl por
responder al “problema de lo imagina-
rio” en matematicas a partir de sus resul-
tados en torno al concepto de variedad y
completud (Vollstindigkeit) de un sistema
axiomatico. Segiin Husserl, abordar el
problema de lo imaginario significaba
dar solucion a tres preguntas fundamen-
tales: 1) jcuando se vuelve imaginario
un clemento desde la perspectiva de un
sistema axiomatico formal?; 2) ;como
se justifica el uso de elementos imagina-
rios en matematicas? y 3) jes compatible
un sistema axiomatico completo con la
extension del concepto de niimero? En
este articulo presentar¢ tales respuestas
y justificaré por que son parcialmente
correctas. Asi, en la primera parte de
este escrito se presentara el problema de
lo imaginario y en la segunda se estudia-
ra la propuesta de Husserl para resolver

los problemas antes mencionados.
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Abstract
The significance of E. Husserl’s Gottin-
gen Lectures of 1901 lies in his attempt
to address the problem of the imaginary
in mathematics, which he approached
through his findings on the concepts of
variety and completeness (Jollstandig-
keit) of an axiomatic system. According
to Husserl, solving the problem of the
imaginary involved finding answers to
three fundamental questions: 1) when
does an element become imaginary from
the perspective of a formal axiomatic
system? 2) how can the use of imaginary
elements in mathematics be justified? and
3) is a syntactically complete axiomatic
system compatible with the extension of
the concept of number? In this article, I
will present Husserl’s answers to these
questions and provide a partial justifica-
tion for their correctness. I will divide the
content of both lectures into two parts.
The first part will present the problem of
the imaginary, and the second will exam-
ine Husserl’s proposal for addressing the

aforementioned problems.
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Introduccion

En la quinta sesion de la Sociedad Matematica de Gotinga (26 de
noviembre de 1901), Husserl pronuncio la primera parte de una
conferencia titulada “El pasaje a traves de lo imposible y la comple-
tud (Vollstindigkeit)' de un sistema axiomatico”. La segunda parte
de esta conferencia se continu6 en la séptima sesion de dicha Socie-
dad (10 de diciembre del mismo ano). En la primera parte, Husserl
presento sus apuntes iniciales sobre una teoria capaz de extenderse
al dominio de lo imaginario (das Imagindre) matematico. En la se-
gunda parte, los temas revisados fueron el concepto de “definitud”
(Definitheit) y la nocion de “sistema definido absoluto” (Schuhmann
y Schuhmann, 2001: 87-88). La edicion de “ambos” textos ahora se
conoce como Gottinger Doppelvortrag (de ahora en adelante las confe-
rencias de Gotinga).’

La importancia de estas conferencias se debe a que en ellas se en-
cuentra el intento de Husserl por responder al “problema de lo imagi-
nario” en matematicas a partir de sus resultados en torno al concepto
de variedad formal. Desde la perspectiva de Husserl, abordar el pro-
blema de lo imaginario significaba dar solucion a tres preguntas funda-
mentales: 1) ;cuando se vuelve imaginario un elemento/ objeto desde
la perspectiva de un sistema axiomatico formal? (problema ontolo-

gico); 2) ;como se justifica el uso de elementos/objetos imaginarios

1 Una primera aproximacion al estudio de estas conferencias se encuentra en mi libro
Ser y Calcular (2023). De ahora en adelante, completud y definitud traducen los concep-
tos Vollstindigkeit y Definitheit.

2 Estas conferencias se conservan bajo la notacién K | 26 de los Archivos Husserl de
Lovaina. Para esta investigacion utilizaré la edicion de Schuhmanny Schuhmann (2001)
por ser la edicion mas completa comparada con la edicién de L. Eley, incluida en Hua
XII, que también sera citada cuando asi se requiera. En lo sucesivo, citaré el nimero de
pagina de la ediciéon de Schuhmann y Schuhmann y el pasaje correspondiente al folio
K126,y cuando se hable de Filosofia de la aritmética simplemente citaré como Hua Xl y
el numero de pégina en arabigos.
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en matematicas? (problema epistemologico) (da Silva, 2000a: 417)
y 3) ¢es compatible un sistema axiomatico sintacticamente comple-
to con la extension del concepto de nimero? (problema formal). En
este articulo presentare dichas respuestas y justificaré porque son par-
cialmente correctas. Para ello dividiré en dos partes lo expuesto en
ambas conferencias. En la primera parte se presentara el problema de
lo imaginario y en la segunda se estudiara la propuesta de Husserl para

resolver los problemas antes mencionados.

El problema de lo imaginario y el acceso a nuevos dominios numéricos

En 1901 Husserl aborda, con detalle, el problema de lo imaginario’

asumiendo sus primeras herramientas teoricas ganadas hasta ese

3 De ahora en adelante se entendera por “imaginario” o “el problema de lo imaginario”
el uso de conceptos numéricos de mayor complejidad. Para Husserl, el problema de
los elementos imaginarios en aritmética abarca los nimeros negativos, racionales, irra-
cionales y complejos. El problema de la transicién a través de lo imposible o el pasaje
a través de lo imaginario en matematicas no fue una preocupacién ajena en las obras
de Husserl, las referencias a este tema abarcan desde 1891 hasta 1929, con muy pocas
variantes entre ellas (ver § 70, de Hua XIX/1 (1901); § 19, de Hua XXIV (1906-1907); §
72-73, de Hua lll/1 (1913); y el capitulo Il de Hua XVII (1929)). Incluso se podria decir que
el problema de lo imaginario en matematicas mantiene relacion con la conformacién
simbdlica del conocimiento cientifico y la formalizaciéon de la ciencia, es decir, segun
Husserl, se tiene un conocimiento simbdlico cuando un objeto se da a nosotros de
manera indirecta, es decir, a través de signos. Lo verdaderamente importante en este
punto es, justamente, el caracter “subrogatorio” del conocimiento simbdlico. Para Hus-
serl, el conocimiento simbolico aparece a modo de un representante, de un sustituto
que actlia como una sefal indicativa para un objeto (y sélo para ese objeto o sistema
de objetos). Basicamente son cuatro las caracteristicas principales del conocimiento
simbdlico en Husserl: 1) los simbolos pueden llegar a ser independientes de su signifi-
cado y, por tanto, de la interpretacion que se les asigne; Il) los simbolos tienen un fin
instrumental; lll) los simbolos pueden recibir diferentes interpretaciones, y IV), quizas
la méas destacable, los sistemas simbdlicos permiten presentificarnos entidades “impo-
sibles”y operar con ellas. De manera muy particular, en la resefa a las Lecciones sobre
el dlgebra de la I6gica, de Schréder (Hua XXI, 3-43), Husserl establece que los simbolos
y transformaciones simbdlicas que Schroder presenta como un calculo légico no pue-
den ser admitidos como tales pues no establecen correctamente una teoria pura de
la deduccién. En todo caso, seria una técnica de la consecuencia y no una légica. Aqui
aparece una primera exigencia al posible tratamiento de lo imaginario: un célculo debe
estar técnica y légicamente justificado. En el caso de la introduccién de los simbolos
imaginarios estos se justifican en virtud de que su aplicacién no genera inconsistencias
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momento: 1) la nocion de conocimiento simbélico; 2) los conceptos
de operacién y dominio numérico y 3) el concepto de variedad (en es-
pecial, las propuestas de Grassmann, Hankel y Riemann).* Estas he-
rramientas garantizan que la expansion del dominio de los nimeros
no dependa tnicamente de una base conceptual sino de la técnica
de la aritmética, es decir, de los signos y reglas de calculo utiliza-
dos. Siguiendo lo anterior, Husserl desarrollara tres ideas en torno
al problema de lo imaginario en matematicas: 1) la justificacion del
acceso a lo imaginario a través del conocimiento simbolico; 2), la
fundamentacion de la extension de un dominio numérico y 3) la diferen-
ciacion entre definitud relativa y definitud absoluta.
En la primera conferencia, Husserl sefiala lo siguiente:

Una teorfa elaborada sistematicamente en este sentido se de-
fine por una coleccion (Inbegriff) de axiomas formales, es de-
cir, por un nimero limitado de proposiciones fundamentales
(Grundsdtze) puramente formales, mutuamente consistentes e
independientes entre si. La deduccion sistematica proporciona
de manera puramente logica, es decir, de acuerdo con el princi-
pio de contradiccion (Prinzip vom Widerspruch), las proposiciones
dependientes y, con ello, la coleccion total de las proposiciones
(Gesamtinbegriff von Sdtzen) que pertenecen a la teoria definida.
Sin embargo, el dominio de objetos se define por los axiomas
en el sentido de que se delimita como una cierta esfera de los
objetos en general, independientemente de si son reales o idea-
les, para los cuales se aplican las proposiciones fundamentales de
tales y tales formas validas (2001: 91 / K1 26: 76).

Segin Husserl, una teoria elaborada sistemdticamente es una teo-

ria sintdcticamente completa, esto es, definida formalmente y de forma

formales, al menos desde una perspectiva puramente algoritmica. La diferencia de este
primer intento con las conferencias de Gotinga, como ya se verd, es que Husserl todavia
no trata con sistemas simbdlicos puramente formales, sino con sistemas que preten-
den cumplir sus intenciones de interpretacion.

4 Para una comprension de la influencia de estos autores en la obra de E. Husserl, ver
Canela Morales (2019).
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tnica por la suma o coleccion total de los axiomas que la caracterizan.
Una teoria de este tipo se denomina “variedad definida” (2001: 91 / K
126: 76). Una variedad definida (o completa) comparte su estructura
formal con otros dominios de teorias isomorfas. Mas adelante anade:

Supongamos un dominio (Gebiet) de objetos dados en el cual,
a traves de la peculiar naturaleza de los objetos, las formas de
combinacion y relacion estan determinadas expresandose en
un cierto axioma del sistema A. Sobre la base de este sistema, y
asi sobre la base de la particular naturaleza de los objetos, cier-
tas formas de combinacion no tienen un significado real (reale
Bedeutung), es decir, ellas son formas de combinacion en contra-

sentido (widersinnige Verkniiw’hn(qubrmen) (2001:93) / K126:77).

Un dominio (o “esfera de existencia”) se define a partir de un gru-
po de axiomas donde un sistema de objetos (Systeme von Dingen) satisfa-
ce determinadas leyes generales. Los elementos de un dominio no son
necesariamente objetos especificados sino, mas bien, objetos formales
no especificados o también, como a veces los llama, formas de objetos.
Asimismo, si bien estos objetos formales estan denotados por térmi-
nos y singularizados por descripciones no pueden reducirse o ser en-
tendidos como meras entidades lingiiisticas. Se trata, dice Husserl, de
estudiar, dentro de un sistema dado, aquellas formas de combinacion
que no tienen un significado real’ y, por tanto, implican un contrasentido
(o son “contradictorias”) dentro del modelo de sistema en cuestion.

Parece ser que Husserl tenia en mente la tradicion de los algebristas

5 Aqui cabe afadir una nota terminoldgica: lo real (real) es, en Husserl, lo que pertene-
ce a lofisico en general o que esta entrelazado con él. Lo real (wirklich) es lo que efecti-
vamente existe, independientemente del dmbito de ser que le competa. Lo real (reell)
tiene que ver con la “naturaleza subjetiva’, el “ser-de-conciencia”. Ahora bien, lo que
Husserl alcanza a reconocer en el § 5 de los Prolegémenos es que lo real se toma, ante
todo, como lo espacial y lo temporal (lo existente en el tiempo). Es real lo que puede ser
considerado causa o efecto de algo, mientras que lo ideal, en tanto clase complemen-
taria de lo real, refiere a aquellos objetos que no son considerados causas o efectos de
otros. Desde luego, la anterior distinciéon no se limita al ser real y al ser ideal, también
incluye a las posibilidades e imposibilidades reales e ideales, y a la inteligibilidad ideal
(o posible) y la inteligibilidad efectiva (o actual).
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y los geometras de clasificar sistemas de objetos atendiendo a las le-
yes formales que satisfacian estos sistemas. Desde esta perspectiva, las
cuestiones a pendientes por resolver serian: 1) ;cuando se vuelve ima-
ginario un elemento desde la perspectiva de un sistema axiomatico
formal?; 2) ;como se justifica el uso de elementos imaginarios en ma-
tematicas? y 3) ;es compatible un sistema axiomatico completo con la
extension del concepto de nlimero? (2001: 93 / K 126: 77).

En estas preguntas se presentan tres temas importantes: 1) lain-
sercion de lo imaginario en una teoria definida, 2) justificar el uso de
lo imaginario y 3) demostrar que la solucion al problema de lo imagi-
nario se relaciona con la propiedad formal de definitud. Si he enten-
dido bien, el punto exacto de partida de las conferencias de Gotinga
es, justamente, el lugar donde confluyen los tres temas anteriores, es
decir, la definicion de un dominio formal y su posible expansion. Ast,
comprender el problema de lo imaginario en matematicas significa
vislumbrar qué se entiende por dominio formal, como se delimita y
como podria expandirse. Ahora bien, el desarrollo completo de esta
propuesta puede dividirse en cuatro argumentos; cada uno de ellos
muestra una condicion para la correcta comprension, delimitacion y

extension de un sistema dado (K 126: 77 — K 126: 80).

Argumento I): Una teoria axiomatica esta completa si determina su
dominio matematico (variedad definida). Esto significa
dejar sin ambigiiedades la estructura de su dominio.

Argumento II): El sistema original es (sintacticamente) completo y

el sistema ampliado es consistente.®

6 Estos primeros dos argumentos suponen la propiedad de conservacion, es decir, el
sistema ampliado es una extensién conservadora del original. Siguiendo a Okada (2013)
y a Majer (1997), dos sistemas axiomaticos formales (S7 c S2) donde:

S1=Sistema original (real).

S2 = Sistema ampliado con algunos imaginarios.

Para toda proposicion real A de S1, si Aes demostrable en S2, entonces A es demostrable
en S1[Propiedad de conservacion], es decir:

S2 FASS1 HA

Entonces, S2 denota una extension conservada de S1y $1.se nombra como un subsis-
tema conservativo de S2.
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Argumento III): Para extender la nocion de completud a sistemas no
interpretados es necesario definir cual es el dominio de
una teoria como tal (da Silva, 2000b: 44).

Argumento IV): En el uso de lo imaginario en matematicas deben
considerarse los criterios y reglas con los que se dice que
algo es “imaginario” (desde la perspectiva de un sistema

originalmente dado).

Tomando todo lo anterior, Husserl plantea dos cuestiones: la
relativa a las condiciones en que se pueden deducir, componer y ex-
tender “libremente” ciertas proposiciones a partir de proposiciones
y sistemas originales, y la relativa a la validez de las proposiciones y
sistemas extendidos que estan, aparentemente, libres de contradic-
ciones. La respuesta que Husserl anticipa al problema puede pre-
sentarse de este modo: si queremos expandir un concepto mds alld de su
definicion original debemos proceder de tal manera que se preserven, en la
medida de lo posible, las viejas reglas de calculo original (2001: 97-98 / K
126: 81). El argumento para sostener lo anterior puede reconstruir-
se de la siguiente manera: sea G un determinado campo concreto.
Sea A, el conjunto de axiomas relativos a G. Sea F . el conjunto de
proposiciones logicamente derivadas de A, (es decir, el conjunto de
consecuencias logicas F) y sea Al'la expansion de A .. Por tanto: A .
ATl'y FI'=F (A, TA’) (Centrone, 2010: 164-165). Lo que Husserl
propone es que un campo formal (expandido) no tiene las mismas
limitaciones que el campo original, es decir, los nuevos teoremas A’
no tendrian las mismas restricciones de A. Sin embargo, la teoria de
la permanencia en este punto establece que si la expansion (AI) es
consistente, lo es porque es conservativa respecto de A . Por tan-
to, cabe el supuesto de que toda proposicion del sistema extendido
incluya o no una inconsistencia; el problema ahora esta en saber si
esto ocurre (2001: 97 / K126: 81). En realidad, este planteamiento
puede dividirse en dos problemas distintos pero complementarios:

1) ;Bajo qué condiciones es AT, la expansion de AG, consistente?
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2) ;Bajo qué condiciones es conservativa la teoria AI' sobre AG?
En otras palabras, ;bajo qué condiciones son las expresiones de AI'
comprobables en G y por tanto verdaderas en el campo interpretado
de G? (Centrone, 2010: 165).

Estas preguntas no seran solucionadas hasta la segunda parte de

la conferencia.

Variedad deﬁnida}f dominioforma]

Las ediciones de Schuhmann y Schuhmann (2001) y L. Eley (Hus-
serl, 1970) coinciden en que la segunda parte de la conferencia de
Husserl comienza a partir de la distincion de los tipos de variedades
(definida y formal), a la vez que delimita tres problemas relaciona-

dos con ellas:

1. ;Puede una variedad definida ser excluida a traves de un axio-

ma de clausura?’ (Schliessungs-Axiom).

2. ;Puede una variedad puramente algebraica, que no define a

ningtn individuo, tener el caracter de una variedad definida?

3. Sistemas de operaciones que no excluyen a los individuos en
la generacion del dominio: 1) no todos los resultados opera-
cionales generalmente definidos y existentes pertenecen a la
esfera de los individuos operacionalmente producibles y 2) Sis-
temas matematicos donde todo lo que existe esta determinado

operativamente de manera tnica (2001: 99-100 / K1 26: 93).

Para entender que es lo que Husserl esta cuestionando hay
que anadir una serie de definiciones procedentes de los textos que
complementan las conferencias de Gotinga (Hua XII: 452-500). Si-
guiendo estos pasajes se puede postular lo siguiente: para Husserl un

7 Elcual establece que la interseccidn de cualquier coleccién de conjuntos cerrados en
una determinada topologia debe ser también un conjunto cerrado.
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sistema axiomatico es un conjunto limitado de proposiciones funda-
mentales puramente formales coherentes e interdependientes entre
st (Hua XII: 496). Este conjunto finito se rige por un sistema operativo
que, como su nombre lo indica, consiste en un conjunto de leyes de
operacion (Hua XII: 496), es decir, “designa un conjunto predefini-
do de reglas de derivacion (o calculo) de las consecuencias logicas
de los axiomas”. El o los dominios formales de los sistemas axio-
maticos tienen dos aspectos correlativos: la dimensién estructural que
corresponde a lo que Husserl llama “variedad” entendida como una
totalidad genérica compuesta por una multiplicidad de elementos u
objetos que son individualmente distintos, formales o abstractos e
inscritos en un tejido de relaciones o uniones (Gustavo Isaac, 2015)
y la dimension operacional que corresponde a la forma especifica en
este o aquel “dominio de operacion” (Operationsgebiet), por ejemplo:
+, —, X, acttia sobre sus elementos u objetos, determina, pues, las
relaciones de un objeto por medio de objetos dados (Hua XII: 467,
493, 541).

Ahora bien, la delimitacion efectuada por un sistema axiomatico
en el conjunto de objetos formales constituye, a su vez, una indeter-
minacién de los dominios relativos al sistema axiomatico en cuestion.
Dicho de otra manera: para cada ley de operacion trabajada por una
variedad, el sistema axiomatico tambiéen incluye “axiomas de exis-
tencia” que garantizan, por un lado, la existencia de la variedad de
objetos a los que se aplica esta forma de relacion y, por otro lado,
que el producto de las relaciones o uniones operadas en la multiplici-
dad corresponda a un objeto existente en la variedad (Gustavo Isaac,
2015: 7; Hua XII: 470). Si, por ejemplo, el dominio correlativo de
las operaciones de una multiplicidad de objetos formales incluye la
operacion “+”, entonces deben existir dentro de esta multiplicidad
al menos dos objetos (a y b) que sean alcanzables por esta operacion
(en la forma: a + b) y un elemento correspondiente al producto de

esta operacion (una x tal que x =a + b):®

8 Laadicion de un axioma de cierre a un sistema de axiomas opera, justamente, como
una clausura. En este sentido, es un axioma “negativo” que da lugar a un concepto de
“completud no auténtica” (Hua XlI: 442).
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En este sentido, una teoria elaborada sistematicamente es de-
finida por una coleccion de axiomas formales, es decir, por un
numero limitado de axiomas puramente formales de acuerdo a
los principios de consistencia e independencia (2001: 91 / K 1
26:76).

Dominio. Establece lo que se entendera bajo un dominio de un
sistema axiomatico (2001: 98 / K126: 43).

Un sistema axiomatico “define” un dominio, una variedad, y esta
no excluye que existan aun mas objetos los cuales satisfacen el
sistema axiomatico ademas de estos definidos. Pero estos otros
objetos son indefinidos (2001: 98 / K 126: 43).

Segan lo dicho en la primera conferencia, la definitud de los
sistemas interpretados (o significativos) esta en correspondencia con
los dominios (objetuales) que describen (o con los que tratan). Si
atendemos este punto, para Husserl tiene sentido la expresion “@
es verdadera en A”, esto es, la idea de que la formula o proposicion
logica @ es satisfecha o cumple ciertas condiciones o se verifica en
el conjunto A (o en una determinada esfera de objetos). En otras
palabras, “P es verdadera en A” significa que cuando se evalta la
formula o proposicion @ utilizando los elementos del conjunto A,
se obtiene un resultado verdadero o verdadero por definicion. Por
lo tanto, la verdad o falsedad de ¢ depende del conjunto o esfera de
objetos. Por tanto, Husserl debe responder a la siguiente pregunta
¢cual es el dominio (objetual) de un sistema no interpretado o pu-
ramente formal? El problema en este asunto es que en la completud
de las teorias interpretadas se mencionan explicitamente sus (mul-
tiples) descripciones o intenciones de interpretacion o propiedades
significativas. Pero en los sistemas no interpretados nada de esto es
evidenciado. Una respuesta facil, pero incorrecta, es sehalar que las
teorias no interpretadas no tienen descripciones o intenciones de
interpretacion. Sin embargo, para Husserl las teorias no interpre-
tadas tambicen tienen, al menos en germen, dominios o intenciones

de interpretacion, pero estos no son dominios que correspondan a
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objetos determinados, sino mas bien a objetos indeterminados (pero
susceptibles de multiples interpretaciones) (2001: 100 / K126: 93).

Con todo, cabe preguntar: ;cuales son las condiciones para que
un objeto formal pueda pertenecer a una variedad formal? La res-
puesta de Husserl en esta segunda conferencia sehala que un objeto
formal (un algo indeterminado) caracterizado por una cierta propie-
dad F(x), pertenece al dominio formal determinado por una teoria
formal T siempre que la formula F(x) pertenezca al lenguaje de Ty,
ademas, T pruebe que existe una unica x tal que F (x) y viceversa. En
otras palabras, un objeto formal es simplemente un algo indetermi-
nado que satisface cierta propiedad que puede ser expresada en el
lenguaje de la teoria en cuestion. Asi, si se transfiere la nocion de
definitud de teorias interpretadas a teorias no interpretadas susti-
tuyendo las intenciones de interpretacion por variedades formales,
obtenemos lo siguiente: una teoria no interpretada sera relativamente
definida cuando: i) en ella se decida cualquier aseveracion que se
refiera a su variedad formal y ii) ella sea sintacticamente completa.
Dicho de otro modo, para Husserl una teoria no interpretada es rela-
tivamente definida cuando cada una de sus proposiciones significativas
se decide bajo su campo de restriccion, es decir, si cada formula (del
lenguaje de la teoria) es demostrable o refutable en ella (2001: 102
/ K126:95).

Hasta este momento, la definitud de un sistema no interpre-
tado parece corresponderse con su completud sintactica, esto es,
en relacion con un subconjunto de afirmaciones expresables en el
lenguaje de la teoria. No obstante, Husserl explora la posibilidad de
que una teoria no interpretada, aunque sea definida, pueda no ser
sintacticamente completa. En esta parte aparecerian dos versiones
de definitud (no equivalentes) para sistemas no interpretados. Por
un lado, la definitud relativa y, por el otro, la definitud absoluta (en
tanto completud semantica). Antes de continuar, me detendré bre-
vemente en este punto.

Recientemente se ha propuesto (Arana, 2020 y 2021) que “defi-
nitud absoluta” deberia entenderse como completud semantica, esto
es, que una teoria I'en un lenguaje L es semanticamente completa si,
para cada oracion ® de L, o bien @ o bien 7'} es una consecuencia
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logica de I', pero no ambas. La nocion de completud semantica se
obtiene sustituyendo el concepto de demostrabilidad por su homo-
logo semantico, el de consecuencia logica. La idea basica es que una
teoria es semanticamente completa si todas las oraciones verdaderas
que se pueden formular dentro de ella son consecuencias logicas de
sus axiomas, es decir, si todas las oraciones verdaderas que son ver-
daderas en cualquier modelo son deducibles a partir de los axiomas
mediante reglas de inferencia. La completud semantica se refiere a la
relacion entre las oraciones de la teoria y los objetos que represen-
tan. Asi, en contraste con la completud sintactica que se enfoca en
la capacidad de un sistema formal para demostrar todas las formulas
verdaderas dentro del sistema, la completud semantica se enfoca en
la capacidad de un sistema para capturar y/o reflejar el significado
de todas las formulas verdaderas en un lenguaje formal dado. En
otras palabras, el sistema formal es capaz de reconocer y expresar
todos los hechos verdaderos que se pueden expresar en el lenguaje
formal, y proporcionar una interpretacion semantica para cada una
de las formulas verdaderas en el lenguaje formal.

Sobre este respecto, Husserl senala lo siguiente:

Un sistema axiomatico es relativamente definido (definit) si para
su dominio de existencia no admite mas axiomas adicionales,
pero admite que para otro dominio mas amplio son validos los
mismos axiomas y naturalmente los nuevos axiomas [...] Rela-
tivamente definida es la esfera de los nimeros enteros, los na-
meros fraccionarios, los nimeros racionales, asi como la serie
discreta de pares ordenados de nimeros (nimeros complejos).
Llamo a una variedad definida absolutamente cuando no existe
otra variedad que contengan estos mismos axiomas (todos jun-

tos) (2001: 102 / K 126: 95).

El dominio de un sistema, segun lo ya establecido, se define
como una coleccion de entidades que el sistema axiomatico requiere
que exista. Por ejemplo, la aritmetica de los numeros naturales re-
quiere la existencia de 0 y un sucesor para cada nimero. Un dominio
siempre es completo o absoluto cuando se define a partir de sus
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propios axiomas (o de sus objetos formales o formas de objetos) y

sus dominios posibles o circunscritos. Dicho con mas detalle:

Un sistema axiomatico es relativamente definido si toda propo-

sicion significativa, de acuerdo a este sistema, se decide bajo las

restricciones de su dominio.

Un sistema axiomatico es absolutamente definido si toda pro-

posicion significativa dentro de ¢l se decide en general.

Por lo tanto, absolutamente definido = completo en el senti-

do de Hilbert (2001: 103 / K 1 26: 82).

A partir de la diferencia entre la definitud relativa y la definitud

absoluta, Husserl esboza una respuesta mas completa para la justifi-

cacion de los nimeros imaginarios:

a) Sistema relativo definido. Que un sistema axiomatico sea re-

b

~"

lativamente definido significa, por un lado, que este sistema
es irreductible vy, por otro lado, que la completud deductiva
y la maxima consistencia del sistema en cuestion son relativas
a su dominio (2001: 103 / K126: 82). Por tanto, tal sistema
axiomatico es ciertamente completo, pero de una manera li-
mitada, en el sentido de que, seglin sus definiciones, ningtin
resultado posible de operacion permanece abierto (2001:
103 / K1 26: 82). En otras palabras, tal sistema permanece
inesencialmente completo ya que deja abierta la fijacion formal
de relaciones (o uniones) y posibles operaciones para todo
el dominio de existencia en general (Hua XII: 455). Como tal,
un sistema axiomatico relativamente definido es un sistema
extensible (Gustavo Isaac, 2015: 18).

Sistema absoluto definido. La definitud absoluta de un sistema
axiomatico significa que su completud deductiva y su consis-
tencia maxima no se limitan a ningan dominio, sino que valen
en general (2001: 103 / K I 26: 82). En ella sus definiciones
se despliegan hasta tal punto que ninglin resultado posible
de operacion queda abierto; tal sistema axiomatico es, por
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tanto, absolutamente completo (absolut komplett) (2001: 107 /
K'126: 85). Este estado de completud absoluta puede expli-
carse por el hecho de que ya se ha logrado cualquier fijacion
semantica de relaciones o uniones y posibles operaciones para
todo el dominio de su existencia en general (Hua XII: 455);
como tal, no puede ser ampliado por nuevas leyes operativas
que determinan, en un dominio extendido, nuevas formas de
operaciones que vinculan nuevos conceptos de objetos. Por
tanto, su propio dominio es no-extensible,” sin que sus axio-
mas originales dejen de ser validos (2001: 102-105 / K I 26:
94, K1 26: 84; Gustavo Isaac, 2015: 19). Se dice, entonces,
que un sistema axiomatico absolutamente definido es esen-
cialmente completo (wesentlich vollstindige) (Hua XII, 455) en
el sentido semantico del termino. Arana (2020) apunta a algo
interesante, y es que, en las conferencias de Gotinga, Husserl
dice explicitamente “absolutamente definido = completo en
el sentido de Hilbert” (2001: 103 / K I 26: 82), dado que
el concepto de completud de Hilbert se referia a modelos
no-extensibles y, si la definitud absoluta es equivalente a la
completud en el sentido de Hilbert, entonces la “definitud

absoluta” debe referirse también a la no-extensibilidad.

Una vez establecidas las definiciones necesarias se deben con-
templar todas las aristas del problema de lo imaginario. Una de ellas
es, precisamente, que su solucion va mas alla de comprender como
una teoria no-interpretada definida se abre paso en su expansion.
Veamos un ejemplo: supongamos que A es un sistema interpretado
(con un dominio objetual) y 4, un sistema extendido (y no interpre-
tado) de A. Si el sistema A es consistente, toda proposicion que con-
tenga contradiccion y que pueda ser derivada de 4, contiene contra-
dicciones en A. Seglin lo anterior ses valido suponer que 4, deriva

sus propiedades a partir del dominio de 4 utilizando como criterio

9 Dicho sea de paso, se sabe que Husserl estuvo presente en la conferencia de Hilbert
intitulada “Clausura de los sistemas axiomaticos’, presentada dias antes de su partici-
pacién (Hua Xll: 444-451).

112 Definitud y completud semdntica. Una nueva revisién a las Gottinger
Doppelvortrag de E. Husserl « Luis Alberto Canela Morales



necesario y suficiente la consistencia de A? La respuesta de Husserl
es que no. El no crefa que la mera extension del concepto de nlime-
ro, en tanto condicion necesaria y suficiente, debiera ser conserva-
tiva. En realidad, la expansion de la serie numérica conduce a un

nuevo dominio en el que se denotan nuevas relaciones y elementos:

La serie de los nimeros enteros positivos es una parte de la serie
de los nimeros infinitos bilaterales. Esta Gltima, a su vez, forma
parte de la doble variedad de los nimeros complejos. El sistema
de los nimeros enteros positivos se define por ciertas relacio-
nes elementales. En estas Gltimas nada se modifica mediante la
expansion de la serie numerica. No se afiaden nuevas relaciones
elementales, sino s6lo nuevos elementos y relaciones entre los
nuevos y los antiguos. Las leyes del dominio expandido incluyen
las del mas estrecho, pero de tal manera que no se establecen

nuevas leyes para el dominio antiguo (Hua XII: 462).

Efectivamente, Husserl explicitamente esta sehalando que un
dominio numérico no puede ampliarse de tal manera que el mismo
sistema axiomatico describa el dominio mas amplio. Si el mismo sis-
tema axiomatico es valido para ambos dominios, entonces el domi-
nio mas estrecho no se extendio en absoluto. Las nuevas proposicio-
nes deben ser verdaderas en el dominio mas amplio (y, por tanto, la

extension de T aT’ no puede ser inicamente conservativa).

Seglin esto, parece resultar la siguiente ley general: un transito a
traves de lo imaginario esta permitido si 1) lo imaginario puede
ser definido formalmente en un sistema deductivo consistente y
completo, y si 2) el dominio original de la deduccion formaliza-
da tiene la propiedad de que cada proposicion que caiga dentro
de ese dominio o bien es verdadera sobre la base de los axiomas
de ese dominio o bien es falsa sobre la misma base (es decir, es
contradictoria con los axiomas). Sin embargo, se ve facilmente
que esta formulacion no basta, aunque ya expresa la parte mas
esencial de la verdad [...] Pero queda la cuestion de si las pro-
posiciones derivadas del dominio mas amplio caen dentro del
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dominio mas estrecho en el mismo sentido. Si esto no esta de-
terminado de antemano, no podemos decir absolutamente nada
al respecto (2001: 104 / K1 26: 83).

Hay que destacar dos puntos importantes de la cita anterior. En
primer lugar, el papel de la consistencia y la definicion en la creacion
de un sistema axiomatico para el dominio original. En segundo lu-
gar, que estos requisitos no son suficientes para que las proposiciones
sobre el dominio mas estrecho estén permitidas, si es que son verda-
deras, en el dominio mas amplio, lo que plantea la pregunta de como
se puede demostrar este resultado. Husserl argumenta que esto se
puede demostrar si la extension del concepto de numero no indu-
ce nuevas determinaciones sobre el antiguo dominio. Ciertamente,
piensa Husserl, una proposicion que tiene sentido para 4, no nece-
sariamente tiene que ser verdadera en el dominio de 4 (2001: 103
/ K126:95),lo que ¢l confirma es que, si se formaliza una teoria y
se expande de un modo consistente, lo expandido, incluso cuando
corresponda a un sistema de entidades pertenecientes a dicha teoria,
no mantiene su consistencia dependiente de los axiomas de aquella
teoria. Por esta razon, es importante definir a lo imaginario en un
sistema deductivo consistente y comprensivo, pues esto permite que
toda proposicion extendida que caiga dentro del dominio original
se decida sobre la base de los axiomas del sistema extendido y del
original mismo (2001: 103-104 / K 126: 83-84).

Pero el asunto es todavia mas profundo. Lo que ahora se esta in-
tentando comprender es que introducir un elemento imaginario no
es simplemente extender 4 en 4, (como en el ejemplo anterior). Tal
como se advirtio paginas atras, Husserl va mas alla cuando enfatiza
que lo imaginario debe tener su propio dominio, es decir, 4,, es ex-
tension de 4 si y solo si A, reinterpreta estructuralmente los axiomas
de A en un contexto mas amplio. En las conferencias de Gotinga,
Husserl abiertamente sehala que todo dominio de nimeros de un
nivel inferior esta contenido completamente en los niveles superio-
res (2001: 98-99 / K 1 26: 43). La idea sobre la relacion entre dos
dominios es que basicamente uno esta contenido en el otro (si cada
objeto en el dominio M también aparece en Ny todas las operaciones
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definidas en M estan definidas en N, entonces M esta contenido en
N). Esta relacion de inclusion es fundamental para la transicion de
lo imaginario y tambiéen se aplica a la construccion de los nimeros.
El isomorfismo entre M y N implica equivalencia elemental, lo que
significa que cualquier afirmacion verdadera en el dominio mas es-
trecho también lo es en su copia contenida en el dominio mas amplio
o en cualquier dominio isomorfo.

De acuerdo con este nuevo emplazamiento, Husserl desarrolla
la posibilidad de un sistema completo que pueda ser ampliado por
la introduccion adicional de un axioma independiente que mantenga
abierto su dominio de objetos. En el caso de un sistema de este tipo,
sus elementos son definidos de forma exhaustiva con respecto a sus
relaciones formales y solamente podria ampliarse mediante la adicion
de axiomas donde las consecuencias del sistema no-extendido formen
un subconjunto de las consecuencias del sistema ampliado. Teniendo
en cuenta lo anterior, lo que sigue es “ofrecer” un dominio a este
sistema no interpretado o extendido. Segtn lo antes expuesto, una
teoria no interpretada tiene por dominio una variedad formal (colec-
cion de objetos formales). Por ejemplo: 3 <5 se expresa mediante x
Ry, donde R es una relacion entre las variables x e y que denotan un
objeto. También podria describir lo anterior de la siguiente manera:
dos objetos indeterminados que se encuentran en una relacion binaria determi-
nada. Segun lo preliminar, se puede decir que para Husserl el estado
de cosas (objetual) de una teoria no interpretada definida son las for-
mas puras o indeterminadas. Por tanto, una teoria no interpretada,
vista simplemente como una coleccion de objetos formales, denota
la forma de un dominio objetivo o, en otras palabras, se trata de un
dominio caracterizado exclusivamente con respecto a su forma (da
Silva, 2000b, 2010, 2017).Ya con todos estos antecedentes se puede

dar solucion a los problemas antes presentados, a saber:
1) ;En qué condiciones es AT, la expansion de AG, consistente?

2) ¢En que condiciones es conservativa la teoria Al sobre A ?
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Desde el punto de vista de los dominios formales axiomatizados,
la extension de los sistemas axiomaticos esta “condicionada” por un
requisito para preservar las dimensiones estructurales y operacio-
nales de un dominio de inicio; ciertas operaciones posibles en ge-
neral permanecen abiertas y, por tanto, ciertas propuestas posibles
en general no estan fijadas por ¢l (Hua XII: 453). Concebida de esta
manera, la extension de un sistema axiomatico, que agrega axiomas
externos y nuevas leyes de operacion a un sistema de inicio, no ope-
ra con una modificacion del campo inicial, sino con un cambio de
dominio. En otras palabras, sobre la base de la identificacion de las
propiedades (potenciales) de las extensiones del sistema axiomatico
que definen sus dominios, la cuestion de la extension se expresa en
terminos de la conservacion parcial del nuevo dominio respecto de
su dominio restringido de inicio. En consecuencia, la extension de
un sistema de axiomas no debe entenderse como un proceso de am-
pliacion, por asi decirlo, desde dentro de un sistema de inicio, sino
como la expresion de un dominio “mas grande” que contiene un sis-
tema restringido como una de sus partes. En otras palabras, en lugar
de centrarse en la preservacion de los teoremas de una teoria, la de-
finitud absoluta como completud semantica se enfoca en preservar
las oraciones verdaderas de ciertos dominios isomoérficos, es decir,
que tienen la misma estructura semantica. Hay sistemas axiomaticos
categoricos' para diferentes tipos de nimeros, como los naturales
o los enteros, que son capaces de capturar completamente el signifi-
cado de todas las oraciones verdaderas en el lenguaje formal. Segin
Husserl, la extension del concepto de nimero no debe introducir
nuevas determinaciones en los dominios mas estrechos, sino que

debe entenderse como una inclusion donde los dominios mas altos

10 Husserl en ninglin momento habla de categoricidad de un sistema axiomatico,
pero si parece dar a entender que cualquier modelo que satisfaga los axiomas de la
teoria es isomérfico a cualquier otro modelo que también satisfaga esos mismos axio-
mas. En otras palabras, si dos modelos satisfacen los mismos axiomas, entonces son
estructuras idénticas en términos de las relaciones que se definen entre los objetos ma-
tematicos, esto significa que todas las oraciones verdaderas en un modelo se preservan
en cualquier otro modelo isomorfico. Por tanto, si un sistema axiomatico es categdrico,
entonces necesariamente es semanticamente completo, ya que todas las oraciones
verdaderas en cualquier modelo isomérfico son demostrables en el sistema.
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contienen copias de los niveles anteriores. En resumen, la definitud
absoluta como completud semantica implica que los sistemas axio-
maticos deben ser capaces de capturar completamente el significado
de todas las oraciones verdaderas en el lenguaje formal en diferentes
dominios isomorficos y no solo (y tmicamente) preservar los teore-
mas de una teoria.

Ahora bien, dada la preservacion de las dimensiones estructurales
y operativas de un dominio formal “incluido” en un dominio mayor
extendido, se debe conservar la verdad de las proposiciones derivadas
del sistema axiomatico del dominio de inicio. Asi, cuando se agregan
a un sistema axiomaticos los axiomas que son independientes de él,
estén o no conectados de manera deductiva, los axiomas extendidos
seran “compatibles” con el sistema axiomatico inicial que contiene
deductivamente. En particular, la conclusion de que la teoria exten-
dida es conservativa no se deriva de la premisa de que es consistente
como parece sostener la teoria de la permanencia de Hankel. La con-
servatividad se debe probar por separado para cada teoria.

Conclusiones

Husserl sintetiza el resultado de sus reflexiones sehalando que el
paso a traves de lo imaginario es posible 1) si el imaginario puede
definirse formalmente en un sistema completo y consistente; 2) si
el campo o teoria original tiene la propiedad de que cada proposi-
cion que cae dentro de ella se decide sobre la base de los axiomas
del campo; 3) la extension de una teoria interpretada solo puede
lograrse ampliando el lenguaje utilizado (para describirlo con nue-
vos simbolos) y 4) se deben introducir nuevos axiomas para definir
las entidades imaginarias y extender las operaciones definidas ante-
riormente. Asi, la solucion presentada en las conferencias de Go-
tinga para el problema de los imaginarios nos dice que, desde una
perspectiva formal, las entidades imaginarias pueden tratarse como
entidades efectivas siempre y cuando se establezcan las condiciones

logicas bajo las cuales se puede permitir dicho tratamiento.
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Finalmente, Husserl se ocup6 de varios temas relacionados con
la completud de los sistemas de axiomas, especialmente en relacion
con el problema de los nimeros imaginarios. Identifico diferentes
propiedades de las teorias absolutamente definidas, que finalmente
fueron clasificadas por Fraenkel y Carnap como conceptos de com-
pletitud. Husserl sostiene que la categoricidad, la no-bifurcabilidad
o no-ramificacion y la decidibilidad son las formas formales en que
se puede expresar la definibilidad absoluta. Sin embargo, su aproxi-
macion a la completud sigue siendo principalmente informal, y una
nocion mas precisa de isomorfismo podria haber sido util para desa-
rrollar una nocion matematica de la completud absoluta. Por tltimo,
Husserl no contaba con herramientas formales para incorporar un

lenguaje formal y una nocion clara de demostrabilidad.
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